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ABSTRACT
A theory for the grain-size dependence of'the maéroyield stress in
metals}ié proposed. Accordingito'jt,p]astic deformation at the macroyield
stress is initiated when the shear stre§ses acting on the'grain boundaries

reach a critical level, t At this stress, dislocation generation and

em’
" emission is ihitiated. This stress is the tensorial sum of two components:
(a) -a uniformly distribufed shear stress due to the extefna]]y applied
loads; and (b) a stress concentration prodﬁtéd by the elastic anisotropy
of the adjacént grains; ‘0f these two components, tﬁe stress concentrat%on
is gréin-size dependent. By means of an appropriate analysis using the
finite element method in a computer simu]ation, the expressioh below is
obtained: | | | | | | |

2 Tem

0 =
y /3K, GD + 1

em is the stress required for dislocation

dy is the maéroyie]d stress; T
emissibn; D is the éréin(size;AKz is a parameter‘expressing~the grain-sfze
‘'sensitivity of the stress Cohcentratibh; G is the shear modulus.
| Thé predictiohslof the'theory are succéssfully:compared with experi-

_‘ménta] resuifs‘obtéined for nickel, mbdified'AISI 1010 gteel and Armco iron
over a wide range of grain sizes. . The 1arge déviations from the Hall-Petch
'relafionship are hitherto explained. The most importantvprediction 6f the
'~“mode] isvthat oy tends to 2 Tom’® when D tends to zero. Hence, the large
increases in oy predicted by the Ha]]-Pet;h relationship.at‘vgry small grain

sizes are not justified.



RESUMO
Propoe-se uma teoria pafa o efeito de tamanho de grao sobre o
limite de macroescoamento em metais. A hipo%ese basica da teoria €
}que 0 macroescoamento-e’iniciado quando a tensdo cisalhante atuando nos.

contornos de grao alcanga um valor critico T, . A esta tensao, as fontes

em
de discordancias dos contornos de grdo sdo ativadas e e iniciada a emissao

~de discordancias. Esta tensdo ¢ a soma tensorial de dois componentes:
(a). hma tens3o hombgenea,uniformemente distribuida pelos graos e devida
ao carregameﬁtovexterno e (b) uma conéentragﬁo de tensdes gerada pela
anisotropia eiastica dos:grﬁos adjacéntes e pelo requisito de compatibi]i-
dade das deformagbés. Por meﬁo de uma analise matematica: apropriada usando
" 0 metodo de elementos finitos e simulagdo por Computang obtem-se a expressdo
abaixo: | o . -
,ZTem“'

e. /3K,y GD + 1

T

g e” o limite de macroescoamento; T e” a tensao requerida para emissdo

em
de discordancias; D €o taménho de grao; K2 & um parametro que exprime o
efeiito de tamanho de grﬁb:sébre a concentraqﬁo de tensdes; G e” o mddulo de
cjsa]haﬁentoa ‘ » | ' .

As predigﬁés ﬁa teoria §5b}comparadas,cdm resultados lexperimentais
obtidos para nique],'ago AISI 1010 modificado, e ferro Armco obtidos em -
- uma féixa de tamanhos de grao muito vasta. Os desvios ahreciaveis da

re]aggb de Ha]]-Petch.sﬁb,exp]icados péla teoria, cujo resultado mais
significétivové'qug g tende para ZTénl quando D tende para zero. Portanto,
osAgrandes aumentos na tensao de escoamento preditos peia‘relagéb de

Hall-Petch para grdos muito pequenos nao encontram confirmagib na teoria

proposta.



i. INTRODUCAO
A equéng de Hall-Petch, que prediz a linearidade da re]aqﬁb entre 9q

-1/2 (tamanho de grdo), tem sido aplicada com

(1imite de escoamento) e D
sucesso a uma variedade de metais. Pelo menos quatro teorias foram propostas,
explicando, em termos micromecanisticos, a origem desta re]agéb: as teorias

1 2 3 ;4 5

- Petch®, » Li", e Conrad”. 0 assunto € tratado em detalhe

de Hall Cottrell
por Hirth6 e_Thompson7. Esta re]agéb tem despertado grande -interesse, ja“
que prediz limites de escoamento extremamentejelevados para tamanhos de grao

7'10, em que tamanhos de grao

. submicronicos. No entantd, resu]tados recentes
muito pequenos foram obt1dos, mostram desyios consideraveis da re]agao de
Ha1] Petch.

Por outro lado, observagﬁes experimentais por microscopia eletronica de
transmissao]] -3 tem demonstrado a grande importancia de contornos. de grao como
fontes de discordancias. Com efeito, asvcléss1cas fontes de Frank-Read vem
‘pérdendo~ importancia nos ultimos anos, j5 que-sohente rqrissimos’casos foram
obéervados experimentalmente. No caso de monocristais;'hé evidencia que o-cdmego
' doAéscbamento.p1éstico esté asﬁocfado com foémagéﬁ de dfscordanéias na‘super‘f;icie]4
Séthi e Gibala15 demonstraram e]oquentemente a 1mportanc1a de tensoes Jinterfaciais
o na a]teragao da tensao de escoamento L.Tendo em vista 0s desvios encontrados
 fna re]agao de Hall-Petch e as novas descobertas sobre fontesde4dlscordanf1as,

~ desenvolveu-se uma nova teoria sobre o efeito de tamanho de grao na tensao de

‘ macroescoamento. Esta teoria estd baseada na hipotese que a tensdo de escoémentoe’
a]cangadaquanmaatensﬁbcisa]hantetotalagindonoséontbrno;degrﬁbatinggumva1orcri-
.tico Tom Esta€a t'ensaq requerida para gerar e emitir discordancias a partir dos coﬁtornos .
A tensao total atuando em um contorno de grao € a soma de dois componentési
(a)'a.tenséb resolvida (hombgeneamente distribuida) devida ao carregamento
_externo; (b) um componente devido “a anisotropia elastica dos graos vizinhos

e as condigaés impostas pela compatibilidade de deformagao. A teoria ¢ desen-

.



volvida na Secao II; comparagﬁb com resultados experimentais € apresentada

na Segﬁb I11.

2. TEORIA

E necessario, inicia]mente, calcular as constantes elasticas ao longo de
diferentes orientacﬁés cristalograficas. Para tal, admite-se que cada grao g
1sotr0p1co, mas que tenha um modulo elastico caracter1st1co Uma analise rigbrosa
envo]ver1a extenso tratamento tensor1a] e fugiria ao escopo deste trabalho.

A determlnagao dos modulos elasticos-ao ]ongo das diferentés d1regoescr1stalo-

" graficas [1Jk] e feita usando -se a equagao de Nye]6

1 . e 2,2 , ;2,2
E..k_SH'Z,(,SH 12 2 Sgg) (2525 + 52 o (1)

i5k ¢” 0 modulo e]ast1co, S]], 512, e 544 sao as submissoes e]ast1cas para
51stemas c0m s1metr1a cub1ca 2 s lJ, Rk S30 0S COSsenos d1retores da d1regao
17

E,
[ijk]. sando se dados exper1menta1s de McGregor Tegart °, obtiveram-se as
constantes e]ast1cas para niquel e-ferro, elas estao dadas na Tabela I. As
1-d1regoes [100] [1]0], e [111] contém os extremos de resposta e]ast1ca Podé-Se
_ver que as d1ferengas s3o dramaticas. Os modulos elasticos da d1re§ao [111] sdo
0 dobro da direggo [100]; este ¢ o factor de maior importancia na derivacao da
-tgoria." ' |
A analise das interagGes entre'graos‘vizfphos . foi feita admitindo-se graos
“cubicos;em um metal ideal, os grios s3o tetracadecaedricos mas a analise
deste Caéo e excessivamente coﬁp]exa. Assinbfiieram-se as seguintes hipoteses
simp]ificadorés. Primeiro , consideraram~sesqmenfedo%s‘tipos de graos: [100]
.‘e‘[ljlj._ Segundo, admitiu-se due todos-0s grdos estdo sob-a-meéma-tensﬁé.

18 ]9>para o encruamento de agregados

Tanto as analises de Taylor -~ e Bishop e Hi11
‘ p61icristalinos.admitem'a mesma deformag36 em todos os gﬁgbs. No entanto, estas
.'ana11ses, apesar de realistas no reg1me plastico (volume constante taxa de Poisson

10Jaﬂ ao, 5) nio predizem a dependencxa do 11m1te de escoamento ao tamanho de



grao. Consequentemente, a hipotese de mesma tensao nos diferentes graos,
implicando em diferentes deformagoes (devidé & variagdo nos modulos elasticos)
é’mais apropriada no regime elastico (taxa-de Poisson fgua] a 0,3, volume |
variavg]). A analogia mostrada na Figura 1 mostra claramente a corregib da
hipotese. Considere-se uma caixa éontendo esferas de ago e borracha. Com-
primindo-se as esferas mediante um embu]d,'nota-se que as esferas de borracha
(graos [100]) sofrem maior deformagébqueas ésferas de ago (graos [111]).

A Figura 2 mostra grﬁbs [100] e []11]. Caso fossem deformados isoladamente,
_‘ter-sefia a configurag&b da Figura 2 (b),' Nq entanto, eles possuem uma inferface
comum, e uma quantidade consideravel de distorgﬁb efproduzida ao longo da interface
| QUando eles sao submetidos a mesma- tensao Opps isto esta” indicado naFigUra 2 (c).
‘pela rede imaginaria de Tinhas inicialmente retas. Pode-se ver qde o angulo
8 aumgnta com a distancia doplano central: 94 > 62 ? 6;> 60 = 0. A tensao e
'deformaggb total na interface e a soma tensofia] de dois componentes (somatensoria]e’
~asoma dos componentes agindo em um cubd unitario referido ao mesmo sistema de eixos)
para os dois casos: combonente homogeneo da tens'é‘b e deformag?{o apﬁ'cadas ,€0 componentg
Tocalizado (distorgdo). Assim: | '

(2)

TTotal = TI'nterfaci"a'l"" THomogeneo

YTota]»= YInterfacial * YHomogeneo . 4 ' (3)

Usar-se-ao doravante os simbolos T, I, e H. Para a obtenggb da tensao e
deformagao totais, usar-§e-é’o principio de superposicdo. As<def0rmagaés
'interfaciais tem qu ser calculadas em fungﬁb do qngu]o entré 0 eixo de carre-
“gamento e o plano da interface; isto esta aprésentado na Figura 3 para tres
orientagdes. Para umaiqrientagﬁb geral (Figura 3(c)) usa-se o principio de
superposiggb: 0-estado de deformagﬁés pode ser obtido considerando-se as

tensoes agindo isoladamente. Assim, as tensoes sdo decompostas tal qual



indicado na Figura 3(c). A superposigéb das deformagdes resulta em:

vp = Oy + Oy + (vpdg + (vg)y (4)

As deformagGes (YI)] a(y1)4-sﬁb obtidas mediante o uso do metodo de elementos
finitos. Assim, e possivel simular todas as orientaé&és possiveis o com somente
quatro componentes. |

0 tratamento matematico detalhado e analisé sistematica por elementos
Afin}tos serao apreseﬁtados em outra ocasiao; os elementos eséenciais sao dados
- aqui. A deformag%b (YI)Z corresponde ‘a configuragﬁb da figura 2. Pode-se ver
que 6 aumenta‘a medida que a distancia db plano central aumenta. Admite-se

(e esta hipotese sera” justificada adiante) que:

(v =tgo=kDd N (5)
' Porem,'(yl)2 e” tambem 'funggbAqa tenséb aplic;da UAP cos a.

(YI)2 = k2 Opp COSQ - ' (6)
Combinando-se as equagaéé.s ebe redefinindbio.coeficienté de proporcionali-
dade:

(.YI)2 = K, DoAPcos<x . S | o - (7)
Tem-se o mesmo para (YI)]:

(v;); = K; Dogpsena | . (8)

’

A analise por elementos finitos mostra que tem-se, aproximadamente, K2 = 4K1.
Mostra tambem que ndo hd'contribuigéb interfacial de (YI)3 e'(YI)4. Assim:

Y1 = K DoAP(O,ZS sena+ cosa) | | (9)



Pode-se obter Yy determinando-ée a teisao resolvida na diregéb dada
por a:

Ty = Opp COSa sena , , (10)
Aplicando-se a equaggq 3, apds converter T, em Y, mediante o modulo de
cisalhamento, obtem-se:

17 %2

= K DcAP(O"2$sena + cosa) + Opp COSQ SENQ ' . (1)

Admite-se, em primeira aproximagdd, que a tensao (e deformagéb) cisalhante

total e maxima para o = 45°. Assim:

-'O'AP - : o .
Y7 = 0,884 KyDopy + 5o - | (12)
on | 4
v = (0,884 GK, D + ) o i (13)
Toma-ge como G o modu]ocisa1h§ntedo_gr56 [111]. Tem-se
2 (14)

Opnp = '
AP /3 6K,D + 1

Admitindo-se que macroescoamento ¢ iniciado quando.TT alcanca o valor

critico'rem (tensﬁbnecessariapara emitir discordancias de fontes inter-
faciais), tem-se:

2T
em

. : : (15)
: /3 GKyD .+ 1

g e”a tensdo de macroescoamento. Esta'equagéb representa o re]agﬁb proposta
pela teoria aqui descrita.
Simulacdo por computagao usando o metodo de elementos finitos permite

testar as hipoteses propostas pela teoria. A Figura 4 mostra a rede de -

.



elementos utilizada. O metodc»dee]emento; finitos divide o espago contiruo

em elementos finitos; assim, coﬁstrOE-se uma treiiga c;mposta de grande

numero de elementos e obtem-se a so]ugﬁo.Simultanea des equag6§s descrevendo

os deslocamentos e forgas nos elementos por tecnicas de inversao de matrizes.

0 metodo de elementos finitos foi desenvolvido ha approximadamente vinte anos

e tem encontrado grande ap]icagib na'so]ugéb dé p?ob]émas esﬁruturais. Oitenta
elementos sdo usados na rede mostrada na Figura 4. Elementos 1T ad0 pertenéem
ao gf&b 1; elementos 4 a 80 perténcem ao grao 2. . Note-se o eixo de simetria
1nd1cado na Figura 4. Assim, o numero efetiVo de elementos e o dobro 0
programa de computador utilizado ¢ uma mod1f1cagao do programa descrito por

20

Desai e Abel Pode operar tanto em regime de deformagoes p]anas quanto

“tensoes planas. Usou-se o estado de deformagﬁés planas para{simu]ar o
comportamento dos graos
A Flgura 5 apresenta 0s des]ocamentos observados para tamanho de grao de
10 nm e tensao ap11cada de 102 MPa. Isto foi feito para tres conf1gura§oes
o R ) ’ . ~ Y 2 . E
(ver.F19ura §(c)). (yI)z, (YI)lf e (YI)4. A coprQuragao ‘YI)B e 1dent1ca}a
(Y[)4»Se se admitir que as deformagdes sao simetricas; em notagdo tensorial,
xy ~ Tyx"
6. Nota-se que (YI)2 = 4(YI)‘ Pode-se tambem ver que o angulo 6 na inter-

Y . A deformagéb cisalhante € obtida toﬁango-se é tangente do angulo
) face néB‘e’diferente de 6 em regiaa no centro do grao para a configuragﬁb
. que da’(YI)4 (Figura‘S (c)). | .

Foi tambem possivel demonstrar a corrég&bAda equacao 6 por simu]ag&b,
fazendo-se variar Opp Para um tamanho de grao cohstaﬁte. No entanto a equagéB
5 nao encontra confirmang direta. Obtem-se o mesmo va]gr de Yy Para diferen-
tes tamanhos de grao. Este resultado e'deQeras signficativo pois indica que
- as hipoteses nao estdo corretas; Assim, fizeram-se diversas tentativas por -
computador. A presenca de degraus nos cqntbrnos nao produziu os resultados
esperados. No éntanto,, se se admite que o contorno de grgb e’um material

com propriedades distintas dos grgbs vizinhos, pode-se obter a re]aqﬁb



entre Y © D. Atomicamente, esta hipoteset ¢ bem fundamentada pois 0s
atomos na v1z1nhangp dos contornos estao afastados de suas pos1goes de
equ111br1o em uma rede cr1sta11na tridimensional. Por sua vez, as
'propriédgdes elasticas sdo extremamente sensiveis as distancias inter-
atoﬁicas. Assim, pequenos deslocamentos dos atomus na vizinhanca produ-
ziriam a]teragSés apreciaveis no limite elastico. A Figura 6 apreSenta

as distorgoes para uma regidao de contorno de grao com espessura de 0.2um
e modulo eTastico\de 80 GPa. Pode-se ver claramente que (YI)2 aumenta com
O'tamanho de grﬁb. Quando a tamanho de grao e~ reduz1do a 0 2 um, ndo ha”

ma1s concentracao de tensoes e tem-se c =2 1

3. COMPARAGAO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS

8 9,10

Os resultados expgrimehtais'dbtidos por Abrahamson~ e Thompson
mostram e]oquentemente qué a curva o, versus D sofrg um desvio progressivo

da relagao de Hall-Petch a medida que o tamanho de grdo e reduzido abaixo de
}_]’um. Para comparar os.resu]tados experimentais com a teoria, usa-se a

equagdo 15. Nesta, hd dois parametrosdesconhecjdosﬁ Tom € Koo K, pode

- ser obtido mediante simu]agSés‘por computador.» No entanto; nao se conhece
suficientemente bem aé propriedades da régiﬁb de contorno, assim como sua
espessura; assim, Ko e” calculado baseado na curva que melhor se ajusta .

aos resu]tgdos experimentais. A determinagéb de Tem,élbem ;imp]es: quando

0 tamanho de grao se aproxima de 0, 2 um, tem¥se Og = 2 tem. Pode-se ver
facilmente que este valor corresponde ao valor maximo do fator de Schmid:

0,5. O0s resultados ekperimentais de Thompsong’]ove_Abrahamson8 estao
apresentados nas Figuras 7 e 8, respectivamente. 0 valor de 2 Tem esta’marcado»
nos graficos; correspondefa reta horizonta]‘a qual a curvé é'assintotica, para
tamanhos de grao pequenos. As curvas teoricas sdo myito semelhantes aos

resultados experimentais; isto demonstra a corre]agib satisfactoria entre

resultados experimentais e teoria.



4. CONCLUSOES

a. Propde-se uma teor1a que predwz o efeito do tamanho de grao sobre
a tensao de macroescoamento em metais.

b. A teoria se baseiana h]potese que a deformagib plastica em escala

- , 3 3 - . . - . - 3
apreciavel e iniciada em policristais quando as fontes de discordancias

nos contornos de grao sao ativadas, a uma tensao Tem®

c. Obtem-se a seguinte relagdd entre o tamanho de grao.e a tensdo de

macroescoamento:

2
Tem

e /3 K,6D + 1

d. A ap]itagﬁb ae simu]aggb por computagéb usando analise pof elementos
finitos indica due e” necessario admitir-se uma regiao de contorno de
Ango com propriedadés.eTasticas'diferentes dos grdos.

e. 0 teoria e” comparada com sucesso com resultados exper1menta1s ObtldOS

8 9,10 -

por Abrahamson™ e Thompson”?
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“TABELA I
Constantes elasticas ao longo das direg&és [100], [110], e [111], para

feérro e niquel

Mefa]
Constantes Elasticas Ferro Niquel

E[]]]] (GPa) : 272, 7 . 1 303, 0
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LEGENDA DAS FIGURAS

Modelo de esferas de aco e borracha usado para ilustrar comporta-

‘mento elastico de agregado policristalino. (a) ;antes da

deformacao; (b) "graos" de borracha sofrendo maior deformagao
que "graos" de aco.

Deformag&b de dois graos cubicos. sob a mesma tensao aplicada.

(a) Graos [100] e [111] antes da deformagib;' (b) deformagdo,

se grdos estiverem separados; restrigoes de compatibilidade

produzindo distorgoés 6, < 6,"< 65 < 6, na interface.

Tres orientagdes do eixo de tensao em relagdo a interface dos

'graos
(a) eixo de tensdo perpendicular ao plano da interface (a = 90°)

~ (b) eixo de tensdo paralelo ao plano da interface. (¢ = 0°)

(c) eixo de tensdo inclinado em relagdo ao plano da interface e -
decomposigib do estado de tehsaés em quatro estados de tensSés
mediante ap]1cagao do principio de superpos1gao

Rede dee]ementosf1n1tos usada na s1mu]agao por computagib.
Observe-se 0 eixo de simetria.

Campos de deslocamento para distiptas configuragEés.’ D=10 um;'
=108 e, (a) (vp)ps (b) (ypys () (p),

Campos devdeslocamento para configurégﬁb (YI)2 com re9156 de

contorno de grao com 2 um de espessura (GAP = 102 MPa).
~(a) D =1um; (b) D =10 um.
Comparagéb da teoria com resultados obtidos por Thompsong’]0 para

Figura 7.

Figura 8.

niquel.

Compéraggb da teoria com resultados obtidos por Abrahamson8 para

| aco AISI 1010 modificado.
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O ago.

_ Figura>l.f,Modeio de esferas de ago e borracha u;ado_para ilustrar comporta-
v mento elastico de agregado policristalino. (a) antes da deformagao;
(b)- "grdos" de borracha sofrendo maior deformagao que "araos" de ago,
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(c)

)‘;
Figura 2. Deformacio de dois graos cubicos sob a mesma tensav aplicada.
' (a) Graos [100] e [111] antes da deformagao; (b) deformacdo,
se grdos estiverem separados; restrigdes de compatibilidade

produzindo distorgdes 6, < 6, < 65 < 6, na interface.
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Figura 3.  Trés orientagoes do eixo de tensdo em relagdo a interface dos graos.
o (a) eixo de fensdo perpendicular ao plano da interface (oo = 90°)
(b) eixo de tensdo paralelo ao plano da interface. (o = 0°)
(c) eixo de tensdo inclindo em relagéb ao plano da interface e
decomposicdo do estado de tensfes em quatro estados de tensdes
mediante aplicacdo do principio de superposigao.

£
76 |77 | 78 | 79 | 80
71|72 ]| 73|74 |78
'
61 64 G§ 68 | 69 GRAO ﬁod

s2]s3{s4|55[56[37{58{39{60)
42| 4344| 5| 46| 47] 48[ 49{50]
31 [32]33[34[35[36[37]38]39] 40
22
2

23(24|25|26[27[28]29/30
1 6/17, GRAO [III]

- Figura 4. Rede de eTementos Tinitos usada na simuTagao por computacao.
' Observe-se o eixo de simetria.
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Fig. 8. Comparacao da teoria.com resu'ltados obt1dos por Abrahamson’ para

1010 mod1f1cado.
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